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Resumo

Estudamos as restrigdes impostas pelo principio da covariancia sobre o procedimento de
quantizacdo em espagos planos e curvos. Mostramos que o conjunto de todas as
quantizagdes covariantes em espagos planos em coordenadas retangulares ¢ composto
de ordenamentos de operadores de posi¢ao e momento e exibimos uma parametrizacao
funcional deste conjunto. Deduzimos regras para a quantizagdo covariante em espacgos
planos em coordenadas gerais. Generalizamos estas quantizagcdes para espagos curvos e
mostramos que nestes espacos, além da ambiguidade de ordenamento, surge uma nova
ambiguidade relacionada a curvatura. Este novo tipo de ambiguidade explica o
surgimento de uma classe grande de “potenciais quanticos” no problema da quantizagdo
de uma particula nao relativistica em um espago curvo.



Abstract

We study the restrictions imposed by the covariance principle on the quantization
procedure in flat and curved spaces. We show that the set of all covariant quantizations
in flat spaces in rectangular coordinates is composed of position and momentum
operator orderings and exhibit a functional parametrization of this set. We deduce rules
for the covariant quantization in flat spaces in general coordinates. We generalize these
quantizations for curved spaces and show that in such spaces, besides the ordering
ambiguity, it appears a new ambiguity related to the curvature. This new kind of
ambiguity explains the appearence of a wide class of “quantum potentials” in the
problem of quantization of a non-relativistic particle in curved space.
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Capitulo 1
Introducao

O problema geral da quantizacao de um sistema fisico classico em um espaco de
coordenadas (x,p), que consiste em associar operadores em um espago de Hilbert
adequado a fungoes do espago de fase F' (z,p) (ver a segao 1.1) define um conjunto
minimo de propriedades cujo objetivo é assegurar que no limite classico (quando o
parametro A — 0) o sistema quantizado corresponda ao sistema cldssico original.
Havendo uma "perda de detalhamento” no processo limite A — 0, pode-se apenas
esperar que o processo de quantizacao nao seja univoco mas, antes, a um dado
sistema classico correspondam muitos sistemas quanticos, todos consistentes com o
mecanismo geral de quantizagao.

Esta ambigiiidade se manifesta primariamente no bem conhecido problema de
ordenamento de operadores na quantizacao canonica. De fato, se os operadores Z e
p obedecem as relagoes de comutacao (1.2), a fungao classica F (z,p) = x?p? pode-
riam corresponder vérios operadores: Fy = 2p%@, Fy = pa2p, Fy = (&2p? + p*a?) /2
etc. No entanto, tais ambuigiiidades podem e devem ser resolvidas ou ao menos
restringidas pela aplicacao de outros principios fisicos. Neste trabalho, estudamos
as restrigoes que o principio de covariancia impoe sobre as ambiguidades de ordena-
mento.

Comegamos por definir o que significa covariancia no contexto da quantizagao (se-
¢ao 1.2). Definimos que sistemas quanticos derivados de um mesmo sistema cléssico
expresso em diferentes coordenadas (aqui, coordenadas sempre significardo as coor-
denadas = espaciais, e nao coordenadas do espago de fase (z,p)) devem se relacionar
por um isomorfismo isométrico U que relaciona os espacos de Hilbert resultantes e,
de forma consistente, os operadores. Desta maneira, operadores correspondentes a
mesma fungao classica em coordenadas diferentes possuirao o mesmo espectro. Esta
discussao é fundamental para todo o trabalho e é importante, em particular, pelo

fato de que é possivel definir quantizagoes "ingénuas” para o problema da particula
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livre nao relativistica em um espaco curvo (ou mesmo sem curvatura, mas em co-
ordenadas gerais) que dependem do sistema de coordenadas usado [6]. Neste caso,
obtém-se um espectro para o hamiltoniano que dependera essencialmente do sistema
de coordenadas usado.

Em seguida, aplicamos o conceito de quantizacao covariante a espacos planos em
coordenadas retilineas (espacos euclidianos ou pseudo-euclidianos). Nestes espagos,
devido a simetria do grupo de rotagoes, covariancia significa invariancia de forma.
Comecamos por impor ao conceito geral de quantizacao algumas propriedades que
permitem identificd-lo como um processo de ordenamento de operadores (segao 2.1).
Com esta forma mais restrita, é possivel aplicar o principio de covariancia obtendo
uma forma parametrizada: as quantizacoes ()., estao em correspondéncia com uma
medida complexa na reta real w (0) (equagao 2.26). Este resultado inclui o impor-
tante caso do ordenamento de Weyl, e explica e particulariza a forma (2.8) usada
em [1]. Finalmente, apresentamos o resultado acima em coordenadas nao retilineas,
com regras elementares, mas inéditas, de quantizacao em coordenadas nao retilineas
(segao 2.6).

Em seguida, apresentamos uma generalizagao das quantizagoes ()., a espagos com
curvatura. O trabalho até o momento focalizou-se no problema da "quantizacao
canonica” de uma particula em um espaco riemanniano sem propriedades topolé-
gicas especiais (essencialmente, um aberto do RP com um tensor métrico). Esta
generalizacao ¢ feita em duas etapas. Primeiro, é definida a quantizacao Q1 (se¢ao
3.1), que é formalmente idéntica a quantizacdo em um espaco plano em coordena-
das gerais. A regra resultante é a substituicao das derivadas comuns por derivadas
covariantes na expressao dos operadores em representacao da posi¢ao. O cédlculo do
elemento de matriz de um operador segundo esta quantizagao revela uma fungao
M (z,€) que é identicamente igual a 1 se o espago nao tem curvatura (mesmo que
sejam usadas coordenadas gerais). Tal funcao revela uma ambiguidade de quanti-
zacao extra quando estamos em um espaco curvo. Sua substituicao, no processo de
quantizagao, por outra funcao F (x, ) com as mesmas propriedades (segao 3.5) leva
a defini¢do de novas quantizagoes @, = (segdo 3.6), que incluem nao sé ambiguidades
de ordenamento (no parametro w) como também relativas a curvatura (parametro
F). As relagoes entre todos os simbolos de operadores relacionados as quantizagoes
Q.7 sdo calculadas (generalizando os resultados de [10, 9]) e o limite clédssico é
demonstrado (segao 3.8). A quantizacao @), r inclui varias quantizagdes usadas em
[2, 3, 4, 5], que em geral consideraram apenas o caso de Weyl (w (0) = 4 (9)).

Finalmente, este resultado é aplicado ao velho problema da particula nao re-

lativistica livre em um espago curvo (3.9). Mostrou-se que tal sistema nao tem
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ambiguidade de ordenamento (sua quantizagao é independente de w) mas depende
da escolha de F. De fato, sempre é possivel escolher uma func¢ao F (z,&) de modo
a obter um potencial quantico de forma geral f (R) (onde R (z) é o escalar de cur-
vatura e f(R) — 0 quando R — 0). Em particular, o resultado de [7] e [8] é

reproduzido se usamos F = M.

1.1 Definicao geral de quantizacao

Nesta secao, serd dada uma defini¢ao geral de quantizagao a titulo de referéncia para
as segOes que seguem.

Seja dado um sistema classico descrito em um espaco de fase 2D dimensional de
varidveis (z',22,...2P,p1,pa,...pp) = (z,p) sem vinculos, isto é, cuja dindmica ¢

dada em termos dos parénteses de Poisson

oF 0G  OF 0G
F, .
Gy = Z( Oz+ Op,, 0pu (’9:5“)

Uma quantizacao () deste sistema ¢ uma correspondéncia entre as funcoes cléssicas
complexas F' = F'(x,p) e operadores F=Q (F) em um espacgo de Hilbert R. Esta

correspondéncia deve obedecer a algumas propriedades, listadas a seguir.

1. @ deve ser linear e injetiva, ou seja, @ (aF' + SG) = aQ (F) + 6Q (G), onde
a e (3 sdo nimeros complexos, e F' # G = Q (F) # Q (G).

2. Se F (x,p) é uma funcio complexa, entdo (Q (F))' = Q (F*), onde * denota o
complexo conjugado. Esta condi¢do implica que, se F' é real, entao (Q (F' ))T =

Q (F), ou seja, Q (F) é um operador auto-adjunto’

3. A quantizacao da funcao constante igual a 1 deve ser o operador identidade I,

Q)= I. A quantizacdo das funcoes z* e py devem ser operadores

Q (") = 1" e Q(pu) = Pu (1.1)

(auto-adjuntos os, pela proprieade 2) que obedegam as relagoes candnicas de

comutacao
[, 27] = [pu, ] = O, [, py] = ihdy, (1.2)

LA hipétese mais simples de que (Q (F))Jf = Q@ (F) quando F é real é equivalente a propriedade
2. De fato, usando esta hipotese mais simples e a propriedade 1, seja F' = G + ¢H complexa, com

G e H reais, entio (Q (F))" = (Q(G) +iQ (H))" = Q (G) —iQ (H) = Q (F*)
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